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Задача В.А. Топоногова. На за.м'К:'Н.утой верхней полу­
плоскости декартовой n.лоскости (х, у) определена неnреръtвно 
дифференцируемая вещественна.я функция f, тождествен:н.о 
равная нулю на npJt.Мoй у= О, и всюду д.л.я f моду.л:ъ частной 
производной по у не превосходит модул.я 'Ч,О,Стн.ой производной 
no х. Доказатъ, -ч.то f равна nулю всюду. 
Положительное решение этой задачи и некоторые ее есте­
ственные обобщения были опубликованы в статье [1] . 
Теорема 1. Пустъ f - непрерЪLвно дифферени,ируемая ве­
щественная функи,UJf. на зам'/С'Нуmом полупространстве 
R~+I = {{х, t) = (х1, ... , Xn, t) Е JR.n+l I t ~О}, при-ч.ем 
1~1 ~ А 11 ~~ = ( :~ ' .. . ' :~)" ' (1) 
где А - некоторая неотрицательная постоянна.я, а 11 · 11 -
сташJартная евклидова норма в R.n. Тогда для ка:ждой то-ч.ки 
и1 Е R.~+l существует то-ч.ка u0 Е Н n Ku1, где Н = {(х, t) Е 
Е R.n+l I t =О}, Ku1 := JR.i+l n (и1 - С), а 
С= { W Е R.n+l l/lwll ~ J А2 + lwn+l} 
- острий зам'К'Нуmъ~й конус, такая, -ч.то J(u1) = J(и0 ). 
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Из теоремы 1 непосредственно вытекают 
Следствие 1 . Если в условиях теорем?Н, 1 функv,v.я f т.ож:­
дественно равна постоянной с на Н, то f равна с всюду. 
Следствие 2. Зада-ч,а В. А . Топоногова имеет полож:ителъ­
ное решение. 
Теорему 1 можно сформулировать так: 
Теорема 2. Ее.ли для каж:дой то-ч.ки и Е JR~+I существует 
пену.левой ве'К'.mор v Е С, такой, -ч,то df(u)(v) = О, то для 
каж;дой то-ч,ки и 1 Е JR~+ 1 существует точка u0 Е Н n (и 1 - С) , 
такая, -что f(и1 ) = f(u0 ). 
Лорен:и,евЪLМ многообразием называется пара (M,g), где 
м - С00-многообразие размерности n + 1 ~ 2, а g - гладкое 
симметричное тензорное поле типа (О, 2) (называемое лоренце­
вой .метрикоu), заданное на М так, что в каждой точке р Е М 
тензор glp : ТрМ х ТрМ ~ IR представляет собой невырож­
денное скалярное произведение с сигнатурой ( +, +, ... , +, - ). 
Ненулевой вектор v Е Т М называется непространственноnо­
добнЪLМ (соответственно, вре.мениnодобным, изотропным, nро­
странственноnодобн:ым), если g(v, v) ~ О (соответственно, 
<О,= О,> О). Непрерывное векторное поле Хна лоренцевом 
многообразии М называется вре.мен:иnодобньtм, если 
g(X(p), Х(р)) <О для всех точек р ЕМ. Если лоренцево много­
образие ( М, g) допускает времениподобное векторное поле Х, 
то многообразие ( М, g) назьmают ориентированным во време­
ни посредством поля Х. Времениподобное векторное поле Х 
разбивает все непространственноподобные векторы v Е Т11М, 
р Е М, на два непересекающихся класса - векторов, направ­
ленных в будущее: g(X(p), v) < О, и векторов, направленных 
в прошлое : g(X(p), v) >О. 
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Определение 1 [ЗJ . Пространством-времепем (М, g) па­
зъtвается СВЯЗНО/' хаусдорфово с= -мnогообразuе размерности 
не менъше двух со счетной базой окрестностей, лоренцевт/ 
метрикой g сигнатуръ~ ( +, +, ... , +, - ) и вре.менн6й ориента­
цией. 
Непрерывная кусочно непрерывно дифференцируемая кри­
вая (путь) с = c(t), где t Е [а, Ь] или t Е (а , Ь), в лоренцевом 
многообразии (NJ, g) называется непростро:н,ственноподобной. 
если g(c;(t) , c~(t)) ~ О для каждой внутренней точки t обла­
сти определения с , где cfi(t) (соответственно, ~(t)) обознача­
ет левый (соответственно, правый) касательный вектор. Если 
при этом (Л.1, g) пространство-время, то кривая 
с = c(t), где t Е [а, Ь] или t Е (а, Ь), направлена в будущее 
или направлена в прошлое, т. е. все (вообще говоря, односто­
ронние) касательные векторы кривой с одновременно паправ­
лен:ы в будущее или направленъt в прошлое (но не то и другое 
вместе). При'Ч.инное будущее J+ ( L) (соответственно, при'l./,инное 
прошлое J- ( L)) подмножества L пространства-времени ( М, g) 
определяется как множество всех точек q ЕМ, для которых су­
ществует направленная в будущее (соответственно, в прошлое) 
кривая с = c(t), t Е [а, Ь], такая, что с(а) Е L, с(Ь) = q. Ес­
ли р Е М , то будем использовать сокращенные обозначения 
J+(p) и J-(p) вместо J+({p}) и J-({p}). 
Определение 2. Пространство-время ( М, g) называется 
глобалъно гиперболи'l./,еским, если для любъtх то'l./,ек р, q Е М, 
множ;ество J+(p) n J-(q) компактно относителъно тополо­
гии многообразия М. 
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Наиболее простой пµимер глобально гиперболического про­
странства-времени доставляет простра:нство-врем.я Ми·н:ков­
ского, т. е. многообразие М = JR.n+l, п + 1 ~ 2, с лоренцевой 
метрикой g, имеющей относительно канонических координат 
(х1, .. . , Xn,t) в JR.n+I постоянные компоненты 9ij, где 
9ij =О, если i -:J j; 911 = · · · = 9nn = 1, 9(n+l)(n+1) = -1 . (2) 
Временная ориентация определяется векторным полем Х с по­
стоянными компонентами (О , .. . , О, 1) относительно канониче­
ских координат в JRn+I . В случае А > О теорема 2 допускает 
следующую эквивалентную формулировку. 
Теорема 3. Пустъ J - непрерывно дифференv,ируема.я ве­
щественна.я функv,и.я на замкнутом полупространстве JR~+l = 
= {(х, t) = (х1, ... , Хп, t) Е JR.n+ljt ~О} пространства-времени 
Минковского (М, g), при'Ч,е.М дл.я каждой то'Ч,КU и Е JR.~+l суще­
ствует непространственноподобный вектор v Е TuM с усло­
вием df(u)(v) = О. Тогда дл.я каждой то'Ч,КU и1 Е JR.~+l суще­
ствует то'Ч,ка u0 Е Н n ;- (и 1), така.я, 'Ч,то !(и 1) = f ( u 0). 
Определение 3. Поверхностъю Коши в пространстве-вре­
мени ( М, g) раз.мер·ности п+ 1 будем назъ~ватъ за.м:кнутое под­
множество S С М, .явл.яющеесл п-мерным топологи'Ч,еским 
многообразием, которое кажда.я непродол:>fСаемая непростран­
ственноподобная кривая в (M , g) вида с= c(t), -оо <а< t < 
< Ь < +оо , пересекает ровно в одной то'Чке. 
Заметим, что гиперповерхность Низ теоремы 3 доставляет 
пример поверхности Коши в пространстве-времени Минковско­
го . Если S - произвольная поверхность Коши в пространстве­
времени (М, g), то М = J+(S) u 1-(s). 
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Теорема 4 !4J, !2]. Для глобалъно гиперболического прост­
ра:нства-времени (M,g) существует гомеоморifmзм ф : М ~ 
~ SxlR, такой, чтоф- 1 (Sх {t}) - поверхност·ь Коши ti (M,g) 
дл.л '!СаЖ:дого t Е R. 
След,ующая теорема обобщает теорему 3. 
Теорема 5. Пустъ f - непрерывно диффереицируе.мая ве­
щественнал функция на глобалъно гиперболи-ч,еском простран­
стве-времени (М, g). При этом для каждой точ:х:и и Е М су­
ществует неnространственноподобнъtй вектор v Е TuM с ус­
ловием df(u)(v) =О. Тогда для каждой поверхности Коши S 
в ( М, g) и каждой то-чки и 1 в J+ ( S) (соответственно, J- ( S)) 
существует тD'Чка u0 Е S n J-(u1) (соответственно, 
и0 Е S n J+(u1 )), такая, 'Что f(u 1) = f(u0 ). 
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